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ELOSszO

Jelen kiadvanyunk az Erdélyi Magyar Matematikaveyse
(EMMV) 2010. évi forduldja alkalméval jelenik megelynek
hazigazdaja Ujbol a sepsiszentgyorgyi Székely Mdadiégium.

Ez a verseny része annak a matematikai tehetséggdnd
mozgalomnak, melyet Bencze Mihaly brasséi materatdiar
kezdeményezett éppen 20 évvel éttelAz Erdélyi Magyar
Matematikaversenynek mintegy masfél évtizeden &zakely
Mik6 Kollégium adott otthont, mikdzben Székely Mikd
Matematikaverseny név alatt futott. Ebben a pesbdn -
felkérésemre — Dr. Bege Antal, a Bsali#olyai Tudomany-
egyetem docense latta el a versenybizottsag elngikiét. Az
utobbi idbben matematikai vetélkédk az Erdélyi Magyar
Matematikaverseny nevet viseli €s vandorversenm@ye minden
évben mas-mas neves erdélyi magyar tantiyedizépiskola
szervezi a soron koévetk&Zordulot. Versenylink szerves része
egy, a Karpat-medencét atfogd magyar matematikié!kexh-
sorozatnak. Az Erdélyi Magyar Matematikaversenyeerte
eredmeények alapjan valogatjuk ki azt a 60 tagu piskélas
csapatot, akik Erdélyt képviselik a Nemzetkdézi Magy
Matematikaversenyen. Az EMMV koré egy matematikiotd-
mihely is szerveaik: tobbségében eredeti, magyar ajku
matematikatanarok altal szerkesztett versenyfed&d&erilnek
kitizésre, melyek utdlag megoldasaikkal egyitt szaklago és
matematikai ggjiteményekben is megjelennek. Nem utolsé sorban
pedig matematika-éhdasok és szakmai tanacskozasok is
szerepelnek a verseny programjaban.

Ugyanakkor vandorversenylink héazigazdai mindig
gondoskodnak arrél, hogy ez tobb legyen matematikai
vetélkednél: Erdély kilonbo régidibol 6sszesereglett kozel 200
didk és tébb, mint 30 tanar izélitkaphat helytorténetlh vagy



éppen szinhazi &hdast tekinthet meg, és minden esetben
szabadids programokon vehet részt.

Most sorra keridl versenylink a Bolyai-jubileum jegyében
zajlik. 150 éve hunyt el minden Gk legnagyobb magyar
matematikusa, Bolyai Janos, akit Erdély adott a yaagés
egyetemes tudomanyossagnak. Nagyrabecsiléssel es
blszkeséggel adézunk emlékének. Sain Marton ,Nkicayi
at!” cimua hires matematikatorténetiiwében igy méltatja Bolyait:
,1860. januér 27-én befejezte életét ez a langesagikus sorsu
férfi, akit a vilagon élt tiz legnagyobb matemaskkbzt tartanak
szamon.”

Kiadvanyunk tartalmazza az EMMV 2010-es fordulajar
kittizott versenyfeladatokat és azok megoldasait, valarai
résztvev diakok és tanarok névsorat.

A versenyre érkdz csapatoknak sikeres versenyzést, és
kellemes idtoltést kivan a hadzigazda nevében

BIRO BELA,
igazgato
Sepsiszentgyorgy, 2010. februar 4.
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FELADATOK
IX. OSZTALY

1. Haa ésb valos szamok, valaminab1 [ 1,1], igazold, hogy

@+ b+ 2y 3 4(a+ b(ab+ D
Bencze Mihaly, Brassé
2. a) lgazold, hogy béarmely természetes szamnak és eggaij
0sszegénel -cel val6 osztasi maradéka ugyanannyi!
b) Két természetes szam szamjegyeinek 6sszege azelitgk ezt az
0sszegek -val. A két szam szamtani kozepe + k alaku, aholn ter-
mészetes szam. lgazold, hogy a két szam kiilonluszgieat618-cal!
Kolumban Jézsef tanuld, Kolozsvar
3. Az ABCD paralelogrammabaB > AD. Az E ésF pont az
(AB) és(CD) oldal B , illetve D cslicsokhoz kdzelebbé&barmadold
pontja. AG, ésG, pont azADE , illetve BCF haromszég sulypontja
ésG,G, CAD = {K} .
KG, _ 2
GG, 5
b) Szamitsd ki &DG,K ésAG,G, haromszogek tertletének aranyat!
Olosz Ferenc, Szatmarnémeti
4. Egy n” n-es tdblazat minden m&gbe beirjuk az illét mez sora

és oszlopa sorszdmanak kilonbségét.nPt 4 esetén a kovetkéza
tablazat:

AK 1
a) lgazold, ho = = és
) Ig Wap " S

0 -1 -2 -3
1 0 -1 -2
2 1 0 -1
3 2 1 0

1)

n(n’-
lgazold, hogy a tablazatban szeteptamok négyzetdszege(G—.

Bencze Mihaly, Brassé
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5. Az ABC haromszog oldalain adottak & T (BC), N T (AC) és
P 1 (AB) pontok ugy, hogy aAM , BN ésCP egyenesek dssze-
futéak. Hatarozd meg a haromszédg és B szdgeinek mértékét, ha
m(BAM)= 20", m(ABN)= 30, m (BCP)= 20° ésm(ACP)= 30

Csap6 Hajnalka, Csikszereda

6. Egy 9 9-es fehér-fekete ,sakktabla” élsm
|

soranak kozégsmezjén all egy babu, amelyet az |

Gtvonalon érhet az alsé sorba?
Miké Agnes, Sepsiszentgyorgy

X. OSZTALY

1. lgazold, hogy haa, b ésc egész szamok, éa” + b* = ¢?, akkor
az abc szorzat oszthat60-nal!

*k*k

2. lgazold, hogy aABCDEFG szabalyos hétszdogben
1 1 N 1
AB AC AD

*k*%
3. Adott azM = {zT £ ‘|z|= |Z‘+ :q= 1} halmaz.

a) Hatarozd meg annak a sokszognek a teriletét, araéfsainak
affixumai azM halmaz elemei!
b) Igazold, hogy tetstegeszT M komplex szamra

1 -
12n+ 4 — n
Z +W—'l, ni ¥.

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
4. Igazold, hogy(log, 2Y’ + (log, 3 + 1> log 2+ log &
Biré Béla, Sepsiszentgyotrgy
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5. Adott az f:j ® j , foo=x*+ ax+ bx fiiggvény, ahol
a,bl j ésa’< 3.
a) lgazold, hogy barmelyd 1 ; szamra azf «>= d egyenletnek

legtdbb egy megoldasa van.
b) Ha b> 4, igazold, hogy azf x>= f 'O egyenletnek nincs

nullatol kildonbésd megoldasa!
Széasz Emese, Marosvasarhely
6. Az ABC haromsz6g(AB) és (AC) oldalan adottak & ésE

pontok, valamint BECCD={PF . Ha Ty, =1, Ty, =4 €s
Teer = 2, szamitsd ki aA DPE négyszdg teriiletét!
David Géza, Székelyudvarhely

XI. OSZTALY

1. Az (,),, sorozatraa, =0, a,3% 0 ésa,, = é S
@ ' boGiactag,

minden n3 1 esetén. Szamitsd ki dim VN @y, + 8y - 28)

hatarértéket!
Bencze Mihaly, Brassé
2. Pistike kap a szUléit n lejt, amit csak édességre koélt. Minden nap
vasarol egy édességet: egy cukorkdejért, egy csokit2 lejért, vagy
egy fagyit2 lejért. Hanyféleképpen koltheti el a pénzét?
Métyas Matyas, Brasso
3. Az AT M, (¢) matrixra
207 - A- 1,=0,
Igazold, hogy:
a) det(A+1,)= 8
b) det(A- ;)= 0
c) Hatarozd meg aA matrixot!
Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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4. lgazold, hogy tetsiteges n természetes szam esetén a
2" + 3t és2"t + 3 szamok relativ primek!
Kacso Ferenc, Marosvasarhely
5. Adott aza nullatél kilonb6sd valdés szam és az: | ® |
fuggveny, amelyre
fx+a)+ foo=x, "x1 j .
a) Igazold, hogy ag:i ® i, goo= f(X)-% fuggvény
periodikus.
b) Szamitsd ki dim - 22 hatarertéket
n n
c) Adj példat olyan fliggvényre, amely teljesiti atdétlben
megadott tulajdonsagot.
Kacso6 Ferenc, Marosvéasarhely
6. Az O, és0O, kdzéppontu koérok aa ésB pontban metszik
egymast. EgyA ponton athaladé egyenes masodszor &
pontban metszi aD, kdzéppontd kort és akl pontban azo,

kdzéppontu kort. Igazold, hogyN £ 2>0,0,.

*k%k

XII. OSZTALY

1. Pistike kap a sziléit n lejt, amit csak édességre kdlt. Minden
nap vasarol egy cukorkdt lejért, vagy egy csokig lejért, vagy
egy fagyit2 lejért. Hanyféleképpen koltheti el a pénzét?

Matyas Matyas, Brasso
2. A H,={,2..n részhalmazai kozil véletlensien
kivalasztunk egyet. Jeldljgp, annak valdszifségét, hogy a

kivalasztott részhalmaz tartalmaz legalabb eggsaiggyzetet.
Szamitsd ki dim p, hataréertéket!

Bir6 Béla, Sepsiszentgyorgy
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3. Igazold, hogy nem léteznek olyan nullatdl kilénbdz €sn
természetes szamok, amelyekr®®+ 4n és n’+ 4m s
négyzetszam.

*k%k

4. Adottazal £ szam és a

G={XT M,E)det(X- al,)* ¢ halmaz.

Az M, (£) halmazon értelmezzik az

A*B= AB- a(A+ B)+ (a°+ a)lL, "A BT M, () miveletet.
a) Ilgazold, hogyG zart részhalmaza a#, (£) halmaznak a*”
miiveletre nézve!

b) Igazold, hogy@G,*) a (H,?® csoporttal izomorf csoport, ahol
H={XTM,E)detx* ¢, a nivelet pedig a matrixok

szorzasa.

Bencze Mihaly, Brasso
5. Bizonyitsd be, hogy ha &z: | ® | derivalhato figgvény és
f (0)= 0, akkor létezik olyara1 (0,1), amelyre

@- f(a))f¢(a)£%
Kacso6 Ferenc, Marosvasarhely

6. Az O, és0O, kozéppontu kérok aa és B pontban metszik

egymast. EgyA ponton athaladé egyenes masodszor &
pontban metszi ap, kdzéppontu kort és ak pontban azo,

kézéppontu kort. Igazold, hogyN £ 2>0,0,.

*k%k
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MEGOLDASOK
IX. OSZTALY
1.
@+ b+ 2Y3 4@+ b(ab+ 1) -
@+ by + 4@+ b+ 43 4(a+ Dabt 4(at b -
- @+by- 4@+ bab+ 43 0 -
@+ by- 4(a+ bab+ 488+ 4(1- &db)* 0~
- @+ b- abf + 4(1- &B)* 0, amiigaz, mer@@+ b- aby 3 0

ésl- a®v’3 0.

2.
a) 8.@ 4% (8.+ & .+ .+ a+ @)=
=10""a, ,+ ..+ 1& + a,- (_,+ ..+ a + a)=.
=@0"*- Da,,+(10%- da, ,+ ..+ @ =
=9..%,  +99..9, ,+ .+ 8=

n-1db n- 2 db

£
= 9plg. B, vl B+ Faz
n-1db n- 2 db

Tehat egy szam és szamjegyei 6sszegének kiilonbseipatd9 -cel,
azaz9-cel val6 osztasi maradékuk megegyezik.

b) Legyen a két szana ésb. Az a) pont alapjan@- k)M és
(- K\, tehat létezik,j T ¥ agy, hogya = 9i + k ésb= 9j + k.

Ekkor 2% b _ 9x "L 4 k. Ez a szamtani kdzép akkor és csakis akkor
lesz9n + k alaku hai + | péaros. Ekkoti - | is paros és

a- b=9(- j)M8.

3.

g QAT pum AB ASC AF AE3 AD
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uuu uuu  UUU 2 uuu
Felhasznaljuk, hogy\C AB+ AD, AE = §><AB

A

S AC+2XAD (L s 5xAB ; 3AD
AK

Legyen—— = a , ekkor

uuuw uuuu uuur uuur

KG, = AG,- AK = 2AB ; 3*AD 4 AD=

_ 2xAB + (3- @)XAD

9
uuuu

Mivel K ,G,,G, egy egyenesen helyezkednek el, ezérGs&, ,

KG vektorokban azx\ul%'I X‘UIS egyltthatdi aranyosakg- 3 39a :
1_AK
ahonnama = == —
5 AD uuu uuu
uuuw uuuu
Az a értékét felhasznalva:KG, = 1OXAB4+5 ©xAD . —§>GIGZ,
KG, _ 2
ahonnan——= = —.
GG, 5
b) Legyen AL ésDM az A illetve D pontnak aKG, egyenest
mert  tavolsaga. AKL,: DKM, b AL _AK —1, tehat
DM DK 4
Trep _ KGOM _2.4_ 8
Tace, GG,XAL 51 5

10
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M EGOLDASOK

4

A feladatot matematikai indukcié médszerével igagol
n = 1 esetén a tablazad

Ekkor 0= O =

? (- 1)
6
n = 2 esetén a tablazat:
0 -1
1 0
2
Eor ¢ 1 + 0+ £+ 0= 2= 22 432" )
6 6 6
n- 1 esetén a tablazat:
0 -1 -2 n 2-n
1 0 -1 n 3-n
N N N 0] N
n-2|n-3|n-4 n 0

Feltételezzik, hogy a tablazatban szérefgmek 6sszege:

O- (- - ) @- (- 2n)

6 6
n esetén a tablazat:
0 -1 -2 n 2-n 1- n
1 0 -1 n 3-n 2-n
N ) ) o} y \
n-2|n-3|n-4 n 0 -1
n-1|n-21|n-3 n 1 0

Az indukcibs feltevést felhasznalva a tablazatlzmept szamok

0sszege:

(- 1¥(n*- 2n)

6

FEDHED K+ A n))=

_ (- ¥(n*- 2n)

+2(F+ Z+K +( - )=

+((n- 1)2+K+22+12)+

6
_O-5@-2) @-dnen- n_ m(7- )
= 5 6 - 6

11
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2(n 1)

Tehat az 6sszeg mindenl ¥~ esetén———~

5..

PBN° PCN = PBCN
harnégyszog>

m(PNB)= m(PCH= 20° =
PNQ° PAQ= PANQ
harnégyszog>

m(APQ)+ m( ANQ= 180, B

ugyanakkormm (APQ = m(ANQ, mert ABN ésAPC hasonlo

haromszogek. Teh&8N , CP ésAM magassagoks>
m(MAC)= 90 - m(ACM)= 40 = m(BAC)= 60° =

m(ABC)= 180 - (50 + 60)= 70.

6.
A beirt szamok azt mutatjak, hogy az itlet

mezre hany atvonalon lehet elérni.
utolsé sorba tehat 0sszese
20+ 55+ 70+ 55+ 20= 22 utvonal
vezet.

X. OSZTALY

1.

60= 3x4x5es a3, 4, 5 szamok paronként relativ primek, igy

elégséges igazolni, hogyc oszthatd3-mal, 4-gyel és5-tel.
Feltételezzik, hogy aza, b és c¢ szamok kozul egyik sem
oszthat63-mal, ekkor aza®, b*> ésc® szamok3-mal val6 osztasi
maradékal, igy aza® + b* szam3-mal val6 osztasi maradéka

12
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Ellentmondas. Tehat a harom szam valamelyike ogztBamal,
azaz a szorzat oszthasémal.

Feltételezzik, hogy aza, b és c¢ szamok kozll egyik sem
oszthato5-tel, ekkor aza®, b® ésc®> szamok5-tel valé osztasi
maradékal vagy 4, igy az a®+ b szam 5-tel val6 osztasi
maradéka0, 2 vagy 3. Ellentmondas. Tehat a harom szam
valamelyike oszthaté-tel, azaz a szorzat oszthdétel.

Ha mindharom szdm paratlan lenne, akkor a bal ahdpéros és a
jobb oldalon paratlan szam éllna. Tehat legalabjokég paros.
Ha legaldbb két szam paros, akkor a szorzat nyibsathat64 -
gyel. Feltételezzik, hogy egy szam paros és a misii
paratlan. Még igazolnunk kell, hogy ez a szam @dath-gyel.
Két esetet kilonboztetink meg aszerint, hogy aspé&mam az
egyenbség bal vagy jobb oldalan van:

Legyen a=2m, b=2n+1 és «c¢=2k+1, ekkor
4n® + 4n° + 4n+ 1= 4 + 4k+ 1= m’+ n(n+ 1= k(k+ ).
Mivel két egymas utan kovetk&€z szam szorzata paros,
kozvetkezik, hogym? paros, azam paros, tehaaM . igy abcM .
Legyena=2m+ 1,b= 2n+ 1 ésc = 2k, ekkor

4m®+ 4m+ 1+ 4" + 4n+ 1= 4K, ami nem lehetséges, mert a
bal oldalon szerepl kifejezés 4-gyel valdé osztasi maradéka,
mig a jobb oldalon szerdépszam oszthatd-gyel.

A fentiek alapjarabchs0

2.
Az AOB,, AOC,, AOD, -ben felirhatjuk, hogy :

AB = 2Rsin%, AC = 2Rsin27p éSAD = 2Rsin37p.

11 1 11 1
= + U p = 5 + 3 U
AB AC AD = 2RsinZ  2Rsin?®  Rsin
7 7 7
1 1 1
U = + U
sin P sinz—p sin@
7 7

13
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U sin2—p sinﬁz sinE sinﬁu sinB siﬂz—p U
7 7 7 7 7

U cos— cosll3 cos— co%9+ ce?éE) - c& U
7 7 7 7
U coss—p- cos?£: cos4—p- co%E U
7 7 7
U Zsin4—p sinBz Zsin@ sinB U
7 7 7 7
U sm—p: sm@ U sin4—p: sing- ﬁ:( ami igaz.
7 7 7 7%

Megjegyzés:

A bizonyitand6 0sszefliggés igy is irhato:

ADXAC = ABxAD+ ABxAQQ).

Az ABDG négyszog korbeirhatd, Ptolemaiosz tételét alkahaaz
kapjuk: ADxBG = ABxDG+ BDxAG (2)

Felhasznalva a szabalyos hétszog tulajdonsd§ai)® (AC),
(AD)° (DG) valamint(AB)° (AG)(3)

Ekkor 2),(3b (D.

3.
a) Kimutathat6, hogyz| = |Z* + 1| = 1 egyenérték a

2%+ 7 + 1= 0 egyenbséggel.

14



XX. ERDELY| MAGYAR MATEMATIKAVERSENY MEGOLDASOK

1zz=1

Valdban, haz| = |z4 + JJ =1= (24 + 1)(-24 + 1= 1:>

Z=

N |

:>1+i4+z4+1= 1=
*(z‘z)“+‘z‘+ 2+1=1 z

2+ ' +1=0.

Méasrésztha®+ '+ 1= 0= (*- 1)(Z+ 2+ )= 0=

Z?-1=0=>7"=1=[z%=1=

IzZ*?2=1=|z1=1, és ha

2+ 2+1=0=>2'(Z+1)=- 1=
‘24(z4+ 11 =1=

2|2 + 1 = 1‘1‘51|z“ +1=1

A bizonyitasbdl az is kiderll, hogy a
megadott komplex szamok nem
masok, mint azok a 12-ed rend

egységgyokok, melyek nem egyésik

+ 1-gyel észi -vel.

Ismeretes, hogy a 12-ed rénelgységgyokok az origd szimmetria-
k6zéppontu szabalyos tizenkétszog csucsainak affxu

Ha eltavolitiuk a+1 és +i komplex szamok meértani képeit,
akkor egy olyan nyolcszdget kapunk, amelyik feddaihatd 4
db. Egységnyi oldald szabalyos haromszogre és 4Qdan
egységnyi szarl haromszogre, melynél a sza&hkos szogeket
zarnak be.

5
Tehét a nyolcszog terulete: = 4§ + iiz J3+1
']

b) 2°+ '+ 1= O:>z4+i4= - 1, masrésze* = 1.
4

15
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1

(212)“ Z4

1 n
120+ 4 — (12 4
z + Zi;n+4 - (Z ) z+

= z4+?£=-1,(") ¥

4.

Legyenlog, 2= x 1 (0P log, 3= —~ = =
’ ’ “7 2log, 2 X

Az adott egyerditienség a kdvetkézalakot olti:

x2+i2+ 1> x+ =
4x 2x

, , 1 1
Legyentovabb& + — = yb x*+ — = y?- 1.
gy 2x y I y

Ezaltal a bizonyitando egyéilenség az/(y- 1)> 0 alakra
hozhato.

) , 1 1
Kimutathato, hogy + — = y3 2 [x— = /2.
(0)"8 2x y ™

igy a bizonyitand6 egyefitlenség mar nyilvanvalo.

5.

a) "x; ! X, X,X, | | esetén

f(x,)- f(x

L0 1) s s s+ o2+ a+ a+ b
X - %

=X @+ )6+ G+ At L
D=-3’- 2ax,+ &- 4b és ennek a diszkriminansa
D, = 16(@@*- d)< 0, és ezért 3x;- 2ax,+ & - 4b< 0,

"x,1 i ahonnan+ (@+ x,)x + X+ ax+ b>0, "X, %1 i .
Tehat azf flggveény szigortan novekv; -en= f injektiv=>
"dl | esetén aZ «x>= d egyenletnek legtobb egy megoldasa
van.

b) Az f és f ' flggvények grafikus képei egymas szimmetri-
kusai az els szogfeledre nézve= a szigoruan névekvf flgg-

16
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vény azf ! flggvényt csak az disszogfele#n metszheti. Tehat
foo=fltoo = fow=x < x*+a+(b Dx=0 =
x (x* + ax+ b- 1)= 0 azx = 0 megoldas, de az

x>+ ax+ b- 1= 0 egyenletnek nincs megoldasa, mivel
D=a’- 4b+ 4< - 4o+ 4= - b+ 4< (, hab> 4.

6.
A
Jelolesekﬁ— K, , AD_ K,,
EC DB

T= TADED ’Tl = TDPED . T E
T Di—y
e - 1p pp=2pE. T
TCPBD 2 1 P 2
T

sor, ~ L 5 pe = 4pD. 4
Tope, 4 B C
L:E p L:lp lel_

1 B 1 2 2

1
T+=+1
T
BAED:AED 2 =k, PT +§ =6k (1)
Taec, EC 4+ 2 2
1
T+-+2

T

ADCD:ADD 2 =k, b T +§ =5k, (2)
Teaoc, DB 5 2

(1), (2)= 6k, - 5, = - 1.
Az ADC, -re és aBE szebre alkalmazzuk Menelaosz tételét

DAE PC BD Dk%x—l —1|34k—k2+1
EC PD BA k2+1
Th}6k de=- 1l ldva kapjuk, h 3h
t mit m —
ea14k-k 1 , amit megoldva kapjuk, hogy = 7
3 15
bT =6k-2=22
kl 2 14

17
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XI. OSZTALY
1.
1 ) , ,
= = a =1¢ésa ? 0,tehata, = 1.
a, a+a a, a, a,
a,=——+—2 —1+-1 = a2=2 ésa,¢ 0, tehat
ata at g 1+ &
a, = 2.

A matematikai indukcié médszerével igazoljuk, hagy= Vn- 1
barmelyn1 ¥° esetén.
Feltételezzuk, hogg, = Vn- 1.

g 1 1
Ekkora,,=q4 ——=a +—— = a,,-a=1 >
T Ve, M e an, o™ &
a’,,=nésa, ?* 0= a, =n.Tehata, =+/n-1,"nT ¥ .
lim VA @@,., + &.,- 2a,)= lm vA(/n+1+ M- 2/ n- 1)=
= lim g/ﬁ(Jn+1- Jn- 1)+ vi(Vn- Vn- 1)g=
= lim 2yn + Vn =1+ } = _3
ne¥ Jn+1++/n-1 J/n++n-1 2 2
2.
HakT ¥, legyenP, ak lej elkoltési médjainak szama.
Elsd nap vagy egy cukorkat vagy egy csokit vagy egyyitag
vasarolhat.
Ha egy cukorkat vasarol, akkdt- 1 leje marad, amitP,_,

féleképpen kolthet el. Ha egy csokit vagy egy fagrsarol,
akkork - 2 leje marad, amiP,_, féleképpen kdlthet el.

TehatP, = P_, + 2P_,, "k?3 3.
A karakterisztikus egyenlek®- x- 2= 0 megoldasaR és- 1,
tehat a(P, )., sorozat altalanos tagjg = a2+ b(- 1) alakaq,

ahola,bT j .

18
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1 lejt egyféleképpen lehet elkélteni, mert csak eglorkéat lehet
ra vasarolni.2 lejt haromféleképpen kolthet el, mert vasarollgat r
két cukorkat vagy egy csokit vagy egy fagylaltgty i, = 1 és

P,= 3.
Innen2a- b=1 és4a+ b= 3. Tehétaz% ésb:%, azaz

n+1 d n
p=2 *CD
3

3.

A c) pont megoldasaval kezdjuk

Eszrevehét, hogy2A?- A- 1, = (A- 1,)(2A+ 1.).

Emiatt az adott egyenlet a@- 1,)(2A+ 1,)=0,, AT M,(¢)
alakra hozhat6. A tovabbiakban kimutatjuk, hogy2a+ I,
matrix invertalhato.

b c2
LegyenA = e ET M,(¢) =
h I%
a+1) D x
det(A+ 1,)= 2 (z+ 1) 2 |, ami
29 2h @+ 1

nyilvanvaléan paratlan egész szdm det(2A + 1,)! G, €s ezért
az adott egyenlet mindkét oldalan devmatrixokat jobbrdl
szorozhatjuk aZA + 1,) matrix inverzével.

igy azt kapjuk, hogya- 1,=0, b A= 1,.

Ezek alapjan aa) ésb) alpont allitasai nyilvanvaldak.
A+l,=2,= det(A+1,)= Z det, = ¢

A- 1,=0,= det(A- 1,)= 0

19
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Megjegyzés: Az adott egyenlet tényleges megoldasa nélkil is
lehet bizonyitani aa) ésb) alpontok allitasait:
2A%- A- 1,= 0, = AQA- 1,)= |, = detAxdet(A- I, = -
De detA, det(2A- I,)i ¢, tehatdetA = + 1.
Ugyanakkor2A?- A- 1, =0, P A+ |,=2A%* P
b deta+1,)= 2 deth? )= ¢b detA+ 1,)= 8.
2A%- A- 1,=0, b 2(A*- 1,)=(A-1,) P
b 2A- 1)A+1)=(A-1,) b
b 2°det@d- I,)detA+ 1, )= deth- 1, b
b 63detA- I,)= CPh det@A- 1,)= 0.

4.

Legyena= 2"+ 3" ésb= 2"+ 3.

Feltételezzik, hogy létezik olyap primszam, amelya ésb
k6z0s osztdja. Kovetkezik, hoga - b= 5x3' is oszthatdp -vel.
Ez azt jelent, hogy csak3 vagy5 lehet. Dep nem lehet3,
mert2" + 3"* nem oszthat®@-mal.

Masrésztab= 2"** + 31+ 7x6' =

= QR+ (2" - 2 x3+ P?x3F- v+ )+ Tx8,

€s ez nem oszthate-tel, ami azt jelenti, hogy sem, sem pedig
b nem oszthaté®-tel, azazp! 5. Tehat nincs olyarp, amely a

két szam kdzos osztoja, vagysesb relativ primek.
5.
a) Mivel f x+ a)+ foo= x, "x1 j , ezért
f(x+2a)+ f(x+ a= x+ a, "x1 j .
Kovetkezik, hogy

fx+2a)- foo=a, "x1 i .(1)
Ez még igy is irhato:

20
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f (x + 2a)- X+2a_ foo- 12( T
Kbvetkezik, hogy ag:i ® i, goo= f(X)-% fluggvény
periodikus, periodusaa .

b) Az a) alpont alapjarf (x + 2an)- X+ 2an _ foo- g vagyis
f(x+2a)= foo+ an, "xI j,"nl ¢.
Tehétli@rg f(%Zan): L@ ;X)+ aggz a,"x1 j.

Mas megoldas
Alkalmazzuk a Cesaro-Stolz-lemmat, majd az (1j)aati x
helyett (x + 2an)-et irva:

im f x+ 2an) _ im f(x+2a(n+ D)- f(x+ 2an):

lima=a.

n® ¥ n n® ¥ n+1-n ne® ¥
c) Barmelya® 0 esetén létezik olyan fliggvény, amely a
feladatbeli tulajdonsaggal rendelkezik. Példaul:

2xX-a, . px
+ sin—.
4 a

foo=

6..

Legyen P ésQ aB pont
atmébsen ellentett pontja
az 0O, lletve O,
kozéppontu koron. Ekkor
m(PAB)= m(BAQ= 90
, mert atméire illeszked
szOgek, tehat & , A ésQ
pontok kollineérisak.
BPA° BMA ésBQA° BNA (ugyanazt a korivet zarjdk kozre).
Tehat BPQ, : BMN, és BP3 BM, mert az atmér barmely

21
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BP _ PQ
BM MN

harnadl hosszabb b

31 P PQ3® MN P

2>0,0,3 MN.
XII. OSZTALY

1. Lasd a Xl. osztaly 2. feladatat.
2.

El6szor meghatarozzuk aH_ halmaz azon részhalmazainak
szamat, melyekben nincsenek teljes négyzetek. Az
1,2,3K nszamok kozo6tt/n] darab teljes négyzet talalhatd, a
kovetezk: 12,2, K [wT.

A H,-nek n- [yn] darab olyan eleme van, ami nem
négyzetszam, tehat azon részhalmazainak szamayekineh
nincsenek négyzetszamak M. Kovetkezésképpem, halmaz
azon részhalmazainak szama, melyek tartalmaznaitalely egy
teljes négyzetet2" - 2,

Tehat a keresett valos#seq:

2" - 2 2t 1
= =1- =1- — =
P 2" 2 2/
imp = lim &- —= 2=
ne ¥ Pn = ne ¥ Z[ﬁ]%_
3.

Feltételezzik, hogy léteznek olyam és n nullatol kulonbos
természetes szamok, amelyekr®®+ 4n és n’+ 4m s
négyzetszamok. Ha mE£ n, akkor

n<n?+4meg n*+4n<(n+ 2. Igy n’+4m= (n+1¥ és
innen 4m = 2n+ 1, ami ellentmondas, mivedm paros,2n + 1
pedig paratlan szam.
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4.

a) Az értelmezés szerint

A*B- al,= AB- a(A+ B)+ a’l,= (A- al)(B- al,) ésigy
detA* B- al,)= det@- al,)detB- al,} ( "ABI G
eseteén.

b) Ertelmezzik azf :G ® H fuggvényt, aholf(X)= X - al,.
Ekkor f(A*B)= A* B- al,= (A al)(B- al)= f(Af(B),
"ABT G esetén. Azf injektiv, mert f(X,) = f(X,) esetén
X,- al,= X,- al,, azazX, = X, . A fuggveny értelmezéséb
kovetkezik, hogyf szrjektiv, igy bijektiv. Mivel(H,® csoport
ésf bijektiv, ezért@G,*)@ (H,%, tehat@G,*) is csoport.

5.
A bizonyitando egyefitlenség igy is irhato:

2ft@>- 2f @ fl@£ 1.
Ezért tekintsik ag: i ® j , goo=2foo- 2o flggvényt, és
alkalmazzuk a Lagrange-tétel{@1] intervallumon:

$al (0,):gk@= g(D- 9(0. (1)
Mivel
gtoo = 2floo- 2foo flo, "xT j
g = 2f (M- f2(D= 1- (F(D- ¥, ésg©)= 0, ezért az (1)-
kovetkezik, hogy
$al (0,1): 2At@- A@fla= 1 (f()- ¥£

amit bizonyitani kellett.

6. Lasd a XI. osztaly 6. feladatat.
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A XX. ERDELYI MAGYAR MATEMATIKAVERSENYEN
RESZTVEVO DIAKOK

Csiky Gergely Iskolacsoport, Arad

Kurunczi-Papp Dévid 9 Kurunczi-Papp Konréd 10
Nagy Eduard-Sandor 9 Vamos Timea-Imelda 10
Smeu Julia 9 Boros Zoltan-Janos 12
Szab6 Endre 9 Hadnagy Kinga 12

Baroti Szabé David Iskolacsoport, Baréot

Farkas lIzabella Ingrid 9 Szekeres Sziddnia 10
Zajzon Csaba 9 Szab6 Eaik 11
Farkas Domokos 10 Kakucs Szende 12

Aprily Lajos Fégimnazium, Brassé

Foris Zsuzsika 9 Tomos Réka 10
Horvath Istvan 9 Berceni Robert 12
Jani Andras 9 Lengyel Hunor 12
Farkas Zita-Agota 10 Likacs Bettina 12
Koman Zsombor-Attila 10  Nagy Ferenc-Zsolt 12

Salamon Erné Gimnazium, Gyergyoszentmiklos

Kémenes Endre 10 Gabor Szabolcs-Laszl6 11
Polgar Istvan 10  Gyoérgy Levente 12
Bartalis Szilard 11 Kecseti Hunor 12
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DIAKOK NEVSORA

Marton Aron Gimnazium, Csikszereda

Antal Embke

Balint Akos
Boldizsar Noémi
Boros Bernadett
Csaszar Szabolcs
Métyas-Barta Kinga
Szatmari Anna
Nagy Tamas

Péter Enike

Nagy Mozes Elméleti Liceum, Kézdivasarhely

Lestyan Attila
Biro Daniel
Budai Kinga
Cseh Julia

Bathory Istvan Elméleti Liceum, Kolozsvar

Jasko Gyorgy

Deak Norbert

Fulép Balogh Beatrix
Emoke

Kegyes Krisztina
Durugy Akos

Takacs Petra

9 Sandy Endre-Kristof
9 Szabo6-Gyorke Istvan
9  Csiszér Agnes
9 lllyés Attila
9 Tanko Kiécs
9 BédAnita

9 Buslig Szabolcs
10  Ferencz-Hanke Réka
10  Janos Csongor

9 Miklés Melinda
10  Zsb6gon Csilla
10  Szab6 Agnes
10

9 Vajda Szabolcs
10  Varhelyi Melinda
Brudasca Renata
Kolumban Joézsef
10 Kovacs Krausz Zoltan
11  Sebestyén Balazs
11
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Brassai Samuel Elméleti Liceum, Kolozsvar

Kiss Gyongyi 9 Prezenszky Tamas

Janos Zsigmond Unitarius Kollégium, Kolozsvar

Gilyén Hunor 10

Octavian Goga Fogimnazium, Margitta

Bagosi Béla Sandor 10 Ol4h Matyas
Szab6 Agnes Teréz 10  Jakab Lilla

Bolyai Farkas Elméleti Liceum, Marosvasarhely

Benks Maria Beatrix 9 Szederjesi Arnold
Borsos Tamas 9 Vass Gergely

Kiss Anna 9 Bartos Julia

Maté Péter 9 Benedek Annabella
Pall Katinka Palma 9 Borsos Zalan
Szabo Zsolt 10  Fehér Aron

Béni Lehel 10  Puskas Timea
Bordi Eszter 10  Konnerth Raimund
Kovacs Boldizsar 10 S&itSzabolcs

Németh Laszl6 Elméleti Liceum, Nagybanya

Nagy Lorant 9 Lakatos Csilla
Szika Otto Zsolt 10  Modis Laszlo
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Arany Janos Fogimnazium, Nagyszalonta

Fechete Tibor 9 Balazs Norbert Mihaly 11
Kiss Annamaria 9 Varga Roland 11
Ady Endre Liceum, Nagyvarad

Kadar Gergely 9 Palai Sandor 10

Sacal Krisztina-Beéta 9 Batori Norbert 11

Székely Adam 9  Marton Sandor 11

Pet Ferenc 10  Suciu Renata 11
Mihai Eminescu Fégimnazium, Nagyvarad

Lengyel Erzsébet 9 Haldsz Hajnalka 10

Gydrgy Szabolcs 10 Fazekas Norbert 11

Mikes Kelemen Elméleti Liceum, Sepsiszentgyorgy

Demeter Ibolya-Brigitta 10  GOodri Csilla 11

Simon Norbert 10  érinczi Abel 11
Reformatus Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Balogh Istvan 9 Szab0 Sinka Sdmuel 9
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Székely Mik6 Kollégium, Sepsiszentgyorgy

Cseh Tiinde 9  Mester Agnes 10
Halada Szilard 9 Pintér Viktoria 10
Holinka Botond 9 Aczél Andrea 11
Iffid Szabolcs 9 Héjja Rudolf 11
Janos Olivér Ferenc 9 Orban A. Szabolcs 11
Janosi Zsolt 9 Orban M. Szabolcs 11
Laszl6 Gabor 9 Rab ErikSarolta 11
Mester Nagy Levente 9 Jakab Istvdn-Barna 12
Orban Eszter 9 Lakatos Istvan 12
Pal J6zsef-Attila 9 Sasu Robert 12
Bagoly Attila 10  Sipos Lehel 12

Kilyén Nandor Alpar 10

Ham Janos Romai Katolikus Iskola, Szatmarnémeti

Kostyal Maskulik Ditta 10

Kolcsey Ferenc Fégimnazium, Szatmarnémeti

Doloczki Lilla 9 Mile Laszl6 11
Olah Laszlo 9 Tempfli Arnold 11
Lakatos Tamas 10 Bodor Zoltan 12
Lengyel Sandor 10  Mandici Szilard 12
Sajtos Istvan 10  Polcz Péter 12
Bondici Laszlé 11  Simon Erika 12
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Petofi Sandor Liceum, Székelyhid

Major Lajos 11

Orban Balazs Gimnazium, Székelykeresztar

Sandor Csanad 10  Farkas Agnes
Hevele Balazs 11  Hevele Istvan

Tamadsi Aron Elméleti Liceum, Székelyudvarhely

Birsan Norbert 9 Pall Tamas

Borsay Zsuzsanna 9 Porsche Endre
Gothéard Szabolcs 9 Birtalan Arpad Zsolt
Gyorfi Csenge 9 Csiki Timea

Kajanté Sandor 9 Tikosi Kinga
Péal-Szilagyi Regina 9 Vass Balazs

Plisok Néra 9 Zongor Lajos
Demény David 10  Gencsi Méarta

Lazar Zsolt 10  Pall Levente

Bartok Béla Elméleti Liceum, Temesvar

Nemes Andras 9 Szanto Zoltan
Virginas Tar Agnes 9 Szilveszter Istvan

Silvania Féogimnazium, Zilah

Faluvégi Agota 9  Laszl6 Alma
Méthé Brigitta 9 Péterfi Zsuzsanna
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RESZTVEVO TANAROK NEVSORA

Betuker Enik

Bir6 Zoltan

Both Mihaly Gabor
Cséki Agnes
Csaki Gabor
Csurulya Edit

Dani Zsuzsa
Darvas Annamaria
Deék Eva

Egyed Géza
Gyorgy Eva
Hathazi Annamaria
Henning Edit
Jakab Tibor

Kéry Hajnal

Kiss Gyula

Kiss Méaria

Koszta Zoltan
Kovacs Béla
Kovacs Lajos
Matyas Matyas
Miké Agnes

Nagy Ors

Nagy Zoltan

Octavian.Goga égimnazium
Salamon EénGimnazium
Székely Miké Kollégium
Székely Mikd Kollégium
Székely Miké Kollégium
Reformatus Kollégium
Nagy Mdzes Elméleti Liceum

Baréti Szabd David Szakk6zépiskola
Székely Mikd Kollégium

Nagy Mo6zes EIméleti Liceum
Salamon EénGimnazium

Bathory Istvan EIméleti Liceum
Székely Miké Kollégium

Székely Miké Kollégium

Mihai Eminescudgimnazium
Silvania &gimnazium
Arany Janosdgimnazium
Székely Miké Kollégium
Kolcsey Ferenégimnazium
Tamasi Aron EIméleti Liceum
Transilvania Egyetem, Brassé
Mikes Kelemen EIméleti Liceum
BabgBolyai Tudomanyegyetem

Ady Endre Liceum
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Nemes Andras Bartok Béla ElIméleti Liceum
Nevelits Gyongyvér Kdlcsey Ferenégimnazium
Olah-Ilkei Arpad Baréti Szabd David Szakk6zépiskola
Pall R. Olga Marton Aron Gimnazium

Péter Andras Csiki Gergely Iskolacsoport
Sebestyén Jbzsef Orban Baldzs Gimnazium

Stan Agota Bolyai Farkas Elméleti Liceum
Szab6 Zoltan Aprily Lajos dgimnazium

Szasz Arpad Mikes Kelemen Elméleti Liceum
Szilagyi Endke Bolyai Farkas EIméleti Liceum
Tamasi Csaba Marton Aron Gimnazium

Vass Csilla Kovaszna Megyei Tanfelligyidég
Zakany Médnika Németh Laszl6 EIméleti Liceum
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